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ALCUNE PROPOSIZIONI SULLE CONICHE 


4. I due rettangoli MTM'T', FGF'G' (fis. 1° e 22), dei 
quali il primo ha due lati opposti MT, M'T' tangenti ad 
una conica a centro, e due vertici opposti M, M' nei punti 
di contatto di detti lati colla curva, il secondo ha due 
vertici opposti nei fuochi F, F' della conica, edi suoi lati 
paralleli ciascuno a ciascuno a quelli del primo, sono 
equivalenti. 

Per dimostrarlo, sieno H ed I' i punti in cui la MF' in- 
contra rispettivamente le FG', M' 7", prolungate se fa d’uopo. 
Sieno parimente H' ed /i punti di concorso della M'F 
con FG e con MT; denoti P l'intersezione di MT con FG. 

Dai triangoli simili della figura, avuto riguardo alle più 
elementari proprietà delle tangenti alle coniche, si ha 
allora, conformemente all’enunciato, 





i) 
LI VE SI TI MT_ t r MT_ n) ? Pig PT 
MTIW'T'=MINT.=FHFH. 3 FHPH. °PI 
Pat DM +32 PIE Di PEGI at 


2. Ricaveremo in questo e nel seguente numero, dalla 
proposizione or dimostrata, due corollari. 
Corollario primo. Due rettangoli MTM'T', NUN'U' aventi 


(*) Vale il segno superiore, quando la conica di cui si tratta è 
un'’elisse, l’inferiore, quando essa è un’iperbole. 


, 


+ 

i lati rispettivamente paralleli, e dei quali ciascuno abbia 
due lati opposti MT, M'7T‘; NU, N'U' tangenti ad una stessa 
conica, ed inoltre due vertici opposti nei punti di contatto 
M, M'; N, N' di detti lati colla curva, sono equivalenti. 
Infatti ciascuno di essi è equivalente al rettangolo FGF'G. 

La proposizione di questo corollario sussiste ancora 
quando nel suo enunciato alla parola rettangoli si sosti- 
tuisca l’altra parallelogrammi. Poichè, in tal caso, proiet- 
tando la figura, ortogonalmente, sopra un piano così di- 
sposto che le proiezioni su di esso dei parallelogrammi, 
di cui si parla, sieno rettangolari, saranno equivalenti 
queste proiezioni, e quindi saranno equivalenti anche i 
parallelogrammi stessi. 

3. Corollario secondo. Un'iperbole equilatera qualunque 
concentrica ad una data conica e passante pei fuochì della 
medesima la taglia nei quattro punti in cui questa è 
toccata dai lati di un rettangolo ad essa circoscritto; e 
questo rettangolo ha i suoi lati rispettivamente paralleli 
agli assintoti dell’iperbole equilatera. 

Infatti, se due rette ortogonali qualunque SS’, Q0' con- 
dotte pel centro 0 della conica data sono gli assintoti di 
un’iperbole, ché passa pei fuochi F, F' della conica, ed 
ABA'B' sia un rettangolo, del quale i due lati AB, A'B,, 
paralleli a Q00', toccano la conica rispettivamente in M, M', 
ed i lati A4'B, AB' toccano la stessa curva in N, N', i tre 
rettangoli che hanno due vertici opposti rispettivamente 
in F,F'; M,M';N,N,e ciascuno due lati paralleli a 00’, 
e gli altri due quindi ad SS', sono, per quanto fu supe- 
riormente dimostrato, equivalenti fra loro: epperciò, per 
una ben conosciuta proprietà degli assintoti dell’iperbole, 
l'iperbole soprannominata, oltre ad essere equilatera, passa 
per i punti M, M',N,N' 
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4. Noteremo ancora un’altra proprietà dell’iperbole equi- 
latera, che passa pei fuochi di una conica a cui è con- 
centrica: essa proprietà consiste in ciò, che la detta iper- 
bole passa pei vertici di un parallelogramma qualunque 
circoscritto alla conica, i lati del quale sieno paralleli a 
due diametri fra loro coniugati dell’iperbole equilatera. 

Manifestamente questa proposizione sarà provata quando 
siasi dimostratp che, qualunque iperbole equilatera passi 
pei quattro vertici di un parallelogramma circoscritto ad 
una conica, passa anche pei fuochi di questa: ossia che 
il luogo dei fuochi delle coniche iscritte in uno stesso 
parallelogramma qualunque è un’iperbole equilatera cir- 
coscritta al medesimo parallelogramma. 

Ora, per provare quest’ultima proposizione, rappresen- 
tino F ed F' (fig. 3° e 4°) i fuochi di una conica iscritta 
nel parallelogramma A4BA4'B'. È noto che le rette AF, 
AF' tirate da un vertice A del detto parallelogramma ai 
fuochi della conica fanno una con l’uno, l’altra con l’altro 
dei lati del medesimo, che concorrono in 4, angoli fra loro 
uguali, ossia che sono uguali gli angoli FAB', FAB. 

Se pertanto per F si conduca la HFHA' parallela ad AB, 
la quale incontri AB' in H, ed A'B in H': per lo stesso 
punto si conduca pure la KFK', parallela ad A'B, e se- 
dame la A Bin’ K, e la A"B" n Kred' ancora Si TIA 
retta F'G, parallela ad A' B, e della quale sia G il punto 
in cui taglia la AB, a cagione dei triangoli simili 
AFH, AFG, si avrà la relazione 


AH: P'G=llogbg 


ossia per essere evidentemente AH=FK, FG= FK’, ed 
AGE H' 
FK'FK\2PH FRS 








a) 
ad una distanza da questo punto Fsempre maggiore, un areo 
di detta curva, entro limiti finiti a partir dal punto F, si ae- 
costa sempre più alla retta in esso punto tangente a quell’i- 
perbole equilatera; epperò il luogo dei punti A (fig.:6?), 
vertici di angoli come BA4B', i cui lati sono tangenti ad 
una parabola, e le cui bissettrici sono parallele ad una 
retta data EE’, è una retta FA passante pel fuoco F della 
, parabola, e di tal direzione, che la bissettrice di uno degli 
angoli, che essa fa coll’asse FQ della curva, sia parallela 
alla retta EE'; od altrimenti, da un punto qualunque A 
d’una retta FA, la quale passi pel fuoco F di una para- 
bola, conducendo due tangenti alla parabola stessa, la 
bissettrice dell'angolo di queste tangenti ha una direzione 
costante, Osservando poi che, quando il punto 4 della 
retta FA si confonde con quello M in cui essa retta taglia 
la parabola, le due tangenti BA, B'A e la bissettrice del 
loro angolo coincidono colla tangente in M, il teorema 
può enunciarsi nel modo seguente: per un punto squa- 
lunque A di una retta qualunque FA, la quale passi pel 
fuoco di una parabola, conducendo due tangenti a questa 
curva, esse formano sempre un triangolo isoscele RA R' 
colla retta &RR' tangente alla parabola in uno qualunque 
M dei punti, nei quali la parabola è tagliata dalla retta F'4. 
La dimostrazione della proposizione ora riferita, riguar- 
dante la parabola, fu derivata come corollario di una 
proposizione più generale relativa alle coniche qualunque: 
ma è facile dare una dimostrazione relativa al caso par- 
ticolare della parabola. Ed in vero, per una costruzione 
conosciuta delle tangenti AB, AB' condotte dal punto A 
alla parabola, queste sono le bissettrici degli angoli, che 
la retta congiungente il punto A col fuoco F della curva 
fa con le rette, che vanno dallo stesso punto A ai punti 





9 
G o.G' di intersezione della direttrice della parabola colla 
circonferenza avente il centro in A ed AY per raggio. La 
bissettrice dunque di uno degli angoli, che formano fra 
di loro le dette due tangenti, deve fare con AF un angolo 

| | arc FG+arc FGG' i È 

avente per misura l'arco iva he eee quindi, con- 
dotta da A la AI perpendicolare alla direttrice della pa- 
rabola, la bissettrice di uno degli angoli, che fanno fra 
loro le tangenti AB, 4B' alla parabola, è parallela alla 
bissettrice dell'angolo JAF, ossia alla bissettrice dell'angolo 
della retta AF coll’asse della parabola. La bissettrice perciò 
dell'angolo BAB' è parallela alla tangente alla parabola 
nell’uno o nell’altro dei punti M, N di intersezione della 
retta AF colla curva. 

Quando, seguendo il metodo tenuto in questo numero, 
si fosse voluto applicare al caso della parabola la dimo- 
strazione della proposizione del n° 3, si sarebbe concluso > 
il teorema conosciuto, il quale stabilisce che la corda 
congiungente i due punti di contatto di una parabola con 
due rette ortogonali fra loro passa pel fuoco della curva. 

7.Se due quadrilateri ABCD, EGHI (fig. 7°) sono iscritti 
in una medesima conica, e la retta, che unisce i punti M 
ed N di concorso delle due coppie di lati opposti del 
primo di essi, coincide colla retta, che unisce i punti P 
e Q, nei quali vanno ad incontrarsi le due coppie di 
lati opposti del secordo, esiste una conica iscrittibile ad 
un tempo in quei due quadrilateri. 

Infatti si sanno determinare (V. PonceLET, Traité des 
Propriétés projectives des figures) le posizioni di un punto 
e di un piano tali che la proiezione della retta MPNQ 
fatta su quel piano, mediante rette concorrenti in. quel 
punto, sia tutta situata all’infinito, e la proiezione analoga 
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diametro che la sottende, si potrebbero condurre due tan- 
genti. Le due diagonali del detto quadrilatero sono perciò 
fra loro ortogonali, ed ognuna di esse è divisa per metà 
dall'altra: quel quadrilatero è dunque un rombo. 

Ci resta perciò a far vedere come si possa descrivere una 
conica, che passi per gli otto vertici di due rombi circo- 
scritti ad una medesima circonferenza: o, ciò che fa lo 
stesso, una conica, la quale passi per due vertici conse- 
cutivi 4 e B dell'uno (fig. 10° e 118), e per due vertici 
consecutivi € e D dell’altro di detti rombi, ed abbia inoltre 
il suo centro nel centro comune 0 dei medesimi. 

Ora, considerando i triangoli rettangoli 0AB, 0CD, 
facilmente si ricava fra i loro lati la relazione 


0A.0B_0C.0D 
7 Ego: PI 


la quale può anche scriversi così 


1 1 1 1 
=T+ 


= —-3 * 
0A O0B_ OC. 0D 











E questa, pel noto teorema che in una conica la somma 
delle reciproche dei quadrati di due semidiametri orto- 
gonali qualunque è costante, prova che se si descrive la 
conica, che ha il centro in 0, e passa per tre dei quattro 
punti 4, B,C,D, essa passa ancora pel quarto di essi: il 
che è quanto ci eravamo proposto. 

9. Se ora si noti che quando un quadrilatero è iscritto, 
od è circoscritto ad una conica, l'intersezione delle sue 
diagonali è il polo, rispetto alla conica, della retta che 
unisce i punti di concorso dei lati opposti di quel qua- 
drilatero, sarà manifesto che quando due quadrilateri 
sono iscritti, oppure sono circoscritti ad una medesima 
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conica, e che dippiù è verificata una delle due condizioni, 
che le quattro diagonali dei due quadrilateri passino per 
uno stesso punto, o che i quattro punti in cui concorrono 
le quattro coppie di lati opposti dei medesimi sieno col- 
locati in linea retta, è pur verificata l’altra. Cosicchè, 
dati due quadrilateri, se essi adempiono ad una qualun- 
que delle prime due, e ad una qualunque delle ultime 
due condizioni seguenti: 1° Che sieno iscritti in una me- 
desima conica; 2° Che sieno circoscritti ad una medesima 
conica; 3° Che le loro quattro diagonali passino per un 
medesimo punto; 4° Che i due punti in cui si incontrano 
le due coppie di lati opposti del primo, ed i due nei 
quali si incontrano i lati opposti del secondo sieno in linea 
retta, sono sempre verificate anche le altre due. 

40. La dimostrazione data al n° 7 suppone che la retta 
la quale unisce i punti di concorso dei lati opposti dei 
quadrilateri, di cui ivi si parla, non sechi la conica cir- 
coscritta a quei quadrilateri: e similmente, nel fare la 
dimostrazione data al n° 8, si è supposto che il punto, in 
cui si tagliano le due diagonali dei quadrilateri conside- 
rati in quel numero, sia nella concavità della conica 
iscritta nei medesimi. Quando queste ipotesi non si av- 
verino, quelle dimostrazioni più non sussistono, salvo 
ammettendo il principio di continuità, supponendo cioè 
che una proposizione relativa ad una figura, dimostrata 
vera quando alcuni punti o linee della medesima hanno 
un'esistenza reale, sussista ancora quando, per un cam- 
biamento di posizione relativa di uno o più elementi della 
figura, quei punti o quelle linee più non esistano. Ciò 
non pertanto le accennate proposizioni dei numeri 7 e 8, 
anche senza ammettere quel principio, si dimostrano 
essere vere in qualunque caso, procedendo coll’ analisi. 
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Siccome però le dette proposizioni si deducono, come si 
è osservato, l’una dall’altra, colla teoria delle figure polari 
reciproche, ci limiteremo a dar quivi la dimostrazione 
di una di esse, della seconda. 

di. Sempre, anche quando il punto di intersezione 
delle quattro diagonali dei due quadrilateri circoscritti 
alla conica non cade nella concavità della medesima, è 
possibile, in una infinità di maniere, proiettare la figura 
sopra un piano, mediante rette concorrenti in un punto, 
in modo che le proiezioni dei due quadrilateri sieno due 
parallelogrammi circoscritti alla conica che è proiezione 
della conica data. Bisognerà dunque dimostrare che, se 
due parallelogrammi sono circoscritti ad una conica, essi 
sono iscrittibili in un’altra conica. 

Riferendo la conica data ad un sistema qualunque di 
suoi diametri coniugati come assi di coordinate delle x 
ed y, e rappresentando con a e d due costanti conosciute, 
l'equazione della curva sarà 


ax +by=1 MI N° 


Dicendo ,, y, ed ,, y,' le coordinate dei punti, in cui 
due lati consecutivi del primo dei parallelogrammi circo- 
scritti alla conica toccano questa curva, ed X,, Y, le coor- 
dinate del vertice del detto parallelogramma nel quale 
concorrono quei due lati, sussisteranno fra le quantità 


or definite le relazioni 
ATOLLO 
ag L+by'Y,=T, 


dalle quali ricavasi 
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bi VV, n 
(CY _% Y,) 
Ci Li 


1 


b (ey LYS) i 
Le coordinate X,', Y,' di un vertice del parallelogramma 
sunnominato, contiguo a quello che ha per coordinate i 
valori di X,, Y, ora trovati, si hanno manifestamente 
sostituendo in questi valori —x, e —y; ad ©, ed yY}; 
sarà cioè 
Ve =) 
a(%, YyTY ) 
di Q +2, 
ble ssa 
Gli altri due vertici di quel parallelogramma hanno 
poi per coordinate rispettivamente — X, — Y,jX{,Y. 
Similmente, se sieno ®,,y, e 3°, y, le coordinate dei 
punti di contatto di due lati consecutivi del secondo. pa- 
rallelogramma colla conica data, ed X,, Y,; Xx, Ya le coor- 
dinate di due vertici consecutivi del medesimo, i valori 
di queste si avranno per mezzo di quelle espresse dalle 
formole seguenti: 


ei Ue Tae 
- IMI Ya) 
r= Gg, 
i bid, Ue) i 2 
i xd a e 


a(cy Ya — Tg d3) 


pe Co +0, 
> JR as f I 
D(4%Ya — La Ya) 


-—_n —_— — 
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e le coordinate degli altri due vertici di detto secondo 
parallelosramma sono quindi — XY,, — Y, per l’uno di essi, 
e XJ, — Y; per l’altro. 

Noì avremo provato che esiste una conica circoscritta 
al due parallelogrammi di cui si parla se dimostreremo 
che esiste una conica avente il centro nell’origine, la quale 


passi pei quattro punti di coordinate, X,, Y,; X}', Ya 


X,, Ya; Xx, Ya: ossia se proveremo che esiste un sistema 
di valori reali delle tre costanti A, X, B tale che l'equa- 
zione 


AX°+2KXY+BYF?=1 + + «00 
sia soddisfatta ponendovi in luogo di X, Y rispettivamente 


le coordinate di qualunque dei punti poc'anzi nominati, 
tale cioè che per esso sieno vérificate le quattro equazioni: 


Ab' (Yi So Ka ble —2,) (y'—y,)+Ba?(r/—a,)' 
=a° hî (7, CA misi Yi, P , 


3 
(8) Ab° (y,'+y,)"—2Kab(2,/4#,) (y/+y,)+2a°(2,/+2) 
=a' hî (€, Ma DU)" ? 
Ab° (Ya — Ya)" —2 Kab (1, = (Y, — Ya) +2a? (cy —%)" 
PA li IO 
4 


Ab° (Ya + Ya)}—2 Kab (23 + La) (Yy, + Ys)+B a' (1, + ty)! 
a bì (1, Va Da. ti Ya)” 5 


Dalle (3) facilmente si ricavano le due seguenti, le quali 
perciò possono essere a quelle sostituite: 


Ab? (y,°+y,î) —2Kab (21y+% Yi )+Ba? (2, "+, ] 
ni ab (ay —£Y, li * 


Ab°y'y —Kab(2,'y+%,y;')+Ba'r/x,=0. 
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Ora eliminando K fra queste si ottiene 


(way: — 2, ya) Ab (y,'°—y°) +Ba*(1,°—a,°)] 
=a° d° (I Pr PI ì (2, AM Y; . 
equazione la quale, non potendo esser nullo il fattore 
ey —%;Y,, perchè i punti di coordinate x,,Y,; %,,%1 
non sono collocati sopra uno stesso diametro della conica 
rappresentata dall’equazione (1), non è soddisfatta se non è 


Abalig  =y) + Ba' (a. — x, °)=a° b? (0, A pia 1A pad Yy.). 


Ma questa, a cagione che gli accennati punti di coordi- 
nate ©,,%,; x,y, sono sulla conica avente la (1) per sua 
equazione, si può scrivere così 


a(e,—x,°)\[Ab+Ba—ab]=0: 


E poichè a non è nullo, e si può inoltre sempre scegliere 
il sistema di diametri coniugati della conica data, che si 
sono presi per assi delle coordinate, in modo che non 
sia nullo neppure il fattore x,°—x,'*, sarà 


Ab+Ba—ab=0...(5). 


Quest'equazione può dunque essere sostituita ad una 
delle (3): e siccome trattando il sistema delle equazioni (4). 
nel modo stesso che abbiamo seguito per le (3), si arriva 
anche alla (5), le quattro equazioni (3) e (4) si riducono 
a tre sole distinte, cioè una delle (3), una delle (4) e la (5). 
Tali equazioni sono di primo grado in A, B*e K, gene- 
ralmente distinte fra loro e non contraddittorie: risolven- 
dole rispetto alle sunnominate incognite, e portando i 
valori trovati per le medesime nella (2), si ha, per rap- 
presentare la conica circoscritta ai due parallelogrammi 
circoscritti alla conica avente per equazione la (1), l’equa- 
zione seguente’ 
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a'[%, S; far, Ya + Tg Ya") —_ Tg ui (2, Yta, Y.) ] x 


+2ab(7,2, Ys YUs — Ta Pa Yi, Y,) XY 
+ 0° [Y1Y1 (La Ya ®aUa) Ya Va (Lx Yi) 


=(0' YI: Y.) (DYaYa ALL) (Ta YatT, Ya) (by, Yi -0%; L,): 


42. Dopo che questa nota era redatta, mi furono indi 
cate le due proposizioni seguenti, che si trovano in una 
memoria sopra le involuzioni di grado superiore pubbli- 
cata dal sig. Emilio WeyRr nel giornale di Crelle (anno 1870): 
1° I dodici vertici di due quadrilateri circoscritti ad una 
conica giacciono sopra una curva di terzo ordine; 2° i 
dodici lati di due quadrangoli iscritti ad una conica toc- 
cano una stessa curva di terza classe. 

I teoremi, che io dimostrai ai numeri 7 e seguenti, si 
possono, con opportune considerazioni, dedurre da quelli 
or riferiti del signor WeEyr. Siccome però tal deduzione 
non fu fatta dal sunnominato autore, nè forse immedia- 
tamente si presenta a chi legge la sua Memoria succitata, 
e ‘d'altronde la dimostrazione del signor WeyR riposa su 
principii differenti, a mio giudizio, meno elementari di 
quelli da me seguiti, non credetti conveniente il soppri- 
mere in questo lavoro la parte che si riferisce ai soprac- 
cennati teoremi. 
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